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Résumé : 
Ce travail porte sur la détection des bifurcations stationnaires dans l’écoulement plan d’un fluide 
incompressible Newtonien. L'objectif est de proposer une méthode numérique permettant de calculer le 
nombre de Reynolds critique pour lequel une bifurcation apparaît lorsque des paramètres géométriques 
évoluent. La méthode repose sur une discrétisation spatiale en éléments finis et associe une technique 
d’homotopie couplée à la méthode asymptotique numérique et les approximants de Padé. La technique 
d’homotopie permet d’utiliser le résultat d’un précédent calcul avec une valeur du paramètre afin de 
calculer les bifurcations pour toute autre valeur du paramètre. Cet algorithme est évalué sur l’exemple de 
l’écoulement dans une conduite avec expansion brusque. Le paramètre géométrique considéré est le rapport 
des hauteurs caractéristiques de l’expansion. Les résultats (nombre de Reynolds critiques et nombre de pas 
de calculs) sont comparés à ceux obtenus avec la méthode de Newton et la méthode de continuation 
introduite par [1]. Les résultats obtenus confirment le bien fondé de la stratégie de calcul proposée. 
Abstract : 
The aim of this study is the calculation of stationary bifurcations in 2D flow problems involving 
incompressible Newtonian fluid. This study is focused on the development of a new numercial method 
allowing for the computation of critical Reynolds numbers for which a stationnary bifurcation appears when 
geometric parameters evolve. The method is based on the association between the Asymptotic Numerical 
Method, the Padé Approximants and an Homotopy technique. This latter consists in using results from a 
previous calculation in order to compute critical Reynolds number for each new value of the geometric 
parameter. The academic problem of the flow a in sudden expansion is studied. The geometric paremeter, 
considered is the ratio between the heights of the expansion. The numerical results (critical Reynolds 
Number and the number of calculation steps) are compared to those obtained with the classical Newton 
method and the continuation method introduced by [1]. Numerical results show the relevancy of the 
proposed strategy. 
Mots clefs : analyse de stabilité, indicateur de bifurcation, méthode de Newton, technique 
d’homotopie, équations de Navier-Stokes 2D, fluide incompressible newtonien, méthode des éléments 
finis 
1 Introduction 
La problématique du calcul des écoulements dans les conduites et de leur stabilité est abondamment traitée 
dans la littérature. Des premiers travaux expérimentaux [2] aux études numériques plus récentes [3], le calcul 
des instabilités reste un problème d’actualité. L’étude numérique des instabilités stationnaires dans les 
conduites, c'est-à-dire la détermination du nombre de Reynolds critique pour lequel l’écoulement change de 
configuration, peut être menée par une méthode de Newton avec la recherche des racines des équations. 
L’analyse et le suivi des valeurs propres de la matrice jacobienne peuvent être utilisés. Dans ce cas, 
l’instabilité est détectée lorsque deux valeurs propres complexes conjuguées possèdent une partie réelle qui 
s’annule. Enfin, l’analyse de stabilité peut être conduite par introduction d’une perturbation dans les 
équations. Il s’ensuit le calcul d’un indicateur de bifurcation ayant la propriété d’être nul lorsqu’une 
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bifurcation apparaît. Le calcul de cet indicateur peut s’effectuer de manière itérative par un schéma de 
Newton ou par une méthode de continuation permettant le calcul analytique de l’indicateur. 
Les méthodes précédentes ont montré leur efficacité lorsque les paramètres de calcul (domaine géométrique, 
constantes du fluide, …) sont fixées. Malheureusement, ce type de calcul peut avoir un coût élevé si le 
nombre d’inconnues devient important (maillages denses, problèmes tridimensionnels). Par conséquent, le 
calcul des instabilités pour toutes les combinaisons possibles des paramètres peut conduire à des coûts de 
calcul prohibitifs : il faudrait réaliser une étude de stabilité pour chaque valeur des paramètres. 
L’objet de cette étude est de proposer un outil numérique qui permet le calcul des instabilités stationnaires 
lorsqu’un paramètre géométrique évolue. Cet outil repose sur la technique d’homotopie qui a été utilisée 
dans d’autres problèmes d’analyse paramétrique en mécanique, comme l’étude des modes propres de 
vibrations de plaques [4], [5] ou de conduites en interaction avec un fluide [6], la réponse au flambage de 
plaques [7] et de tubes nanométriques [8]. 
La section 2 permet un rappel des équations pour l’écoulement stationnaire plan d’un fluide incompressible 
newtonien. La section 3 présente l’algorithme de résolution. Celui-ci fait appel à la méthode asymptotique 
numérique associée aux approximants de Padé ainsi qu’à la technique d’homotopie pour les études 
paramétriques. La section 4 présente les résultats numériques obtenus pour le problème académique de 
l’écoulement dans une conduite avec expansion soudaine. Les résultats sont comparés à des solutions de 
référence obtenues par utilisation de l’algorithme de Newton et par le calcul d’un indicateur [1]. 
2 Théorie et modélisation 
Soit (Ω) le domaine occupé par le fluide et délimité par sa frontière (∂Ω). L’écoulement plan d’un fluide 





++ν− ijijjji puuu  (1) 
Avec la condition d’incompressibilité ui,i=0 dans le domaine fluide (Ω) et la condition aux limites u=λub sur 
∂uΩ une partie de ∂Ω sur laquelle une vitesse est imposée. Dans ces expressions, p et ui désignent 
respectivement la pression et la i-ème composante du vecteur vitesse. La notation ui,i désigne la dérivée de ui 
par rapport à la variable i. Le facteur λ désigne l’intensité de la vitesse imposée ub. En introduisant une 
longueur caractéristique d et en utilisant la viscosité cinématique ν, le nombre de Reynolds νλ= /Re dub  est 
défini. La formulation faible associée aux équations de Navier-Stokes (1) s’écrit à l’aide d’opérateurs sous la 
forme suivante : 
FUUQUL λ=+ ),()(  (2) 
dans laquelle L(U) est un opérateur linéaire contenant les termes de diffusion et Q(U,U) est un opérateur 
quadratique contenant les termes de convection. Ces deux opérateurs s’appliquent au vecteur mixte U 
contenant les composantes de la vitesse et la pression. Le second membre λF traduit numériquement le terme 
λub appliqué sur le bord ∂uΩ [9]. 
Dans cette étude, on se propose d’établir une méthode permettant de déterminer le nombre de Reynolds 
critique Rec pour lequel la solution stationnaire Us n’est plus unique caractérisant ainsi l’apparition d’un 
bifurcation stationnaire. L’étude de stabilité est conduite en perturbant d’une quantité V la solution 
stationnaire Us de l’équation non linéaire (2) telle que U=Us+V. En introduisant cette expression dans 
l’équation (2), en définissant l’opérateur Q*(a,b)=Q(a,b)+Q(b,a) et en négligeant les termes du second ordre 
en V, l’étude de stabilité impose la recherche du vecteur X=t{λ,Us,V} solution du problème défini par les 
deux équations non linéaires suivantes : 
0),(*)(,),()( =+λ=+ VUQVLFUUQUL ssss  (3) 
3 Définition de la méthode numérique 
La méthode développée pour cette étude est adaptée au calcul paramétrique lorsque un paramètre 
géométrique évolue. La solution associe une technique d’homotopie à une méthode de perturbation et des 
approximants de Padé. Il s’agit de calculer la correction ∆X=t{∆λ,∆U,∆V} qu’il faut apporter au vecteur Xp 
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obtenu à l’itération p pour que le vecteur Xp+1 soit solution du problème (3) : Xp+1=Xp+∆X. Les incréments ∆λ, 
∆U et ∆V vérifient le problème défini par : 
),(*),(*)(,),()( ppvtpst VUQRVUQVLRFUUQUL ∆−−=∆∆+∆−λ∆=∆∆+∆  (4) 
Dans ces expressions, Lt(▪) est l’opérateur tangent défini par : Lt(▪)=L(▪)+Q*(▪,Us0) et les termes Rsp et Rvp 
sont, respectivement, les résidus des équations stationnaires de Navier-Stokes et des équations de stabilité 
linéaire. Ces résidus sont définis par : 
),(*)(,),()( ppsppvppspspsps VUQVLRFUUQULR +=λ−+=  (5) 
Les équations (4) sont résolues par une technique d’homotopie [10] qui consiste à perturber les équations par 
introduction d’un paramètre ε. Il existe plusieurs modifications possibles par introduction de ce paramètre et, 
dans cette étude, ε est placé en facteur des résidus [11] : 
),(*),(*)(,),()( phpvhhhtpshhhht VUQRVUQVLRFUUQUL ∆−ε−=∆∆+∆ε−λ∆=∆∆+∆  (6) 
En procédant ainsi, la correction ∆Xh=t{∆λh,∆Uh,∆Vh} passe de façon continue de 0 pour ε=0 à la solution 
∆X=t{∆λ,∆U,∆V} du problème (4) quand ε=1. La condition d’orthogonalité des perturbations <Vp+1,V0>=0 
est ajoutée afin d’avoir le même nombre d’inconnues que d’équations. 
Le problème (6) est résolu en utilisant la Méthode Asymptotique Numérique (MAN). Celle-ci est utilisée 
dans de nombreux domaines de la mécanique comme le calcul des déplacements de coques en présence de 
fortes non linéarités liées à la géométrie et au contact [12] et le calcul des vibrations linéaires et non linéaires 
de plaques minces [13]. La MAN impose la décomposition du vecteur ∆Xh sous la forme d’une expansion 









)(  (7) 
Les développements polynomiaux (7) sont introduits dans les équations (6) et la condition d’orthogonalité. 
Par identification des facteurs des puissances de ε identiques, le problème non linéaire initial est transformé 


























































































La résolution des systèmes linéaires (8) impose une seule triangulation de matrice et 2n substitutions de type 
descente/remontée pour le calcul des termes ∆Xh1, ∆Xh2, …∆XhN de la série polynomiale ∆Xh(ε). 
Afin d’augmenter le domaine de validité de la série, la série polynomiale ∆Xh(ε) est remplacée ensuite par 
une série rationnelle définie à partir des approximants de Padé ∆XhPadé(ε) dont le domaine de validité est 
meilleur [14]–[16]. Les incréments étant calculés, il est possible de corriger les solutions à l’itération p+1 : 
)1(,)1(,)1( Padé1Padé1Padé1 =ε∆+==ε∆+==ελ∆+λ=λ +++ hpphpspshpp VVVUUU  (9) 
Les solutions (9) sont introduites dans l’expression des résidus (5) et une nouvelle itération est effectuée si 
les critères ||Rsp||≤η et ||Rvp||≤η ne sont plus vérifiés, η étant une tolérance « utilisateur » comprise 
généralement entre 10-6 et 10-3. 
4 Résultats numériques et discussion 
L’exemple considéré est celui de l’écoulement dans une conduite avec une expansion soudaine. La 
discrétisation spatiale est obtenue par des éléments finis quadrangulaires, d’ordre 2 en vitesse et d’ordre 1 en 
pression. L’intégration numérique fait appel à neuf points de Gauss pour la vitesse. La condition 
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d’incompressibilité est gérée par une méthode de pénalisation [9]. Le maillage est constitué de 114326 
degrés de liberté (ddl), chaque nœud possédant 2 ddl. La conduite est schématisée sur la figure 1. Les 
hauteurs d’entrée d et de sortie D de la conduite permettent de définir le paramètre géométrique E=D/d. Pour 
cette étude, le paramètre E évolue entre les valeurs 2 et 20. Le nombre de Reynolds est défini par Re=umaxd/ν 
où umax représente la vitesse maximale d’un profil parabolique de vitesse imposé en entrée de conduite. 
L’évolution du nombre de Reynolds critique Rec pour lequel une bifurcation stationnaire apparaît en fonction 
du paramètre géométrique Γ=1−1/E est représentée sur la figure 2. L’observation des résultats montre qu’une 
augmentation du rapport E conduit à une diminution du nombre de Reynolds critique. Les résultats obtenus 
selon la méthode proposée sont en très bon accord avec ceux obtenus par [3] et [17]. 
  
Calcul pour E=5 Calcul pour E=8 









Référence [18] RecE=10=26 RecE=5=41 - RecE=8=28 - 
Indicateur [1] RecE=10=25.86 RecE=5=42.49 3 (ordre N=30) RecE=8=29.56 3 (ordre N=30) 
Newton RecE=10=25.86 RecE=5=42.49 13 RecE=8=29.56 3 
Homotopie RecE=10=25.86 RecE=5=42.49 2 (ordre N=20) RecE=8=29.56 1 (ordre N=20) 
   
2 (ordre N=15) 
 
1 (ordre N=15) 
   
2 (ordre N=10) 
 
1 (ordre N=6) 
   
2 (ordre N=5) 
 
2 (ordre N=5) 
TAB. 1 – Nombre de triangulations de matrices tangentes pour 3 méthodes pour le calcul du nombre de 
Reynolds critique Rec=umaxd/ν. Tolérance « utilisateur » η=10−6. 
La performance de la méthode est comparée à celles des méthodes de Newton et de l’indicateur de 
bifurcation introduite par [1]. A cet effet, le nombre de triangulations de matrice tangente, associée à la 
discrétisation de l’opérateur Lt(▪), nécessaire au calcul du nombre de Reynolds critique est indiqué dans le 
tableau 1. Le cas traité concerne le calcul du nombre de Reynolds critique pour des valeurs de E égales à 5 et 


































Lanzerstorfer et al. (2012)















































FIG. 1 – Schéma de la conduite avec les conditions 
aux limites appliquées ; définition des paramètres 
géométriques E=D/d et Γ=1−d/D 
FIG. 2 – Evolution du nombre de Reynolds critique 
Rec en fonction du paramètre Γ. Pour cette figure le 
nombre de Reynolds critique considéré est défini 
par : Rec=umaxd/(2ν) 
 
Les résultats montrent que la convergence de la méthode de Newton est influencée par le choix de la valeur 
initiale. En partant d’une valeur Recini=RecE=10=25.86, relativement éloignée de la solution, il faut un nombre 
de triangulations égal à 13 pour calculer la solution RecE=5=42.49. Le calcul de RecE=8=29.56 ne nécessite 
plus que 3 triangulations. Les résultats montrent aussi que la technique d’homotopie est la plus performante 
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puisqu’elle ne nécessite que 2 triangulations de matrice. Enfin, cette technique est robuste puisque la 
convergence est obtenue avec le même nombre de triangulations quelque soit l’ordre de troncature N des 
séries. Enfin, la figure 4 montre l’évolution du nombre de triangulations de matrices (itérations) nécessaires 
au calcul du nombre de Reynolds critique en fonction du paramètre géométrique E. Il apparaît que la 
méthode d’homotopie nécessite moins d’itérations que la méthode de Newton quelque soit la valeur du 
paramètre. 
L’influence des approximants de Padé est mise en évidence sur la figure 3. Celle-ci permet de suivre 
l’évolution des résidus Rv et Rs pour différents ordres de troncature N selon la nature des séries utilisées. Ces 
évolutions montrent l’efficacité des approximants de Padé en offrant, pour un même ordre N, des résidus 
plus faibles que ceux obtenus avec des polynômes. 
































































































FIG. 3 – Evolution des résidus en fonction des ordres 
de troncature N pour des séries polynomiales et 
rationnelles (calcul pour E=9 avec Eini=10) 
FIG. 4 – Evolution du nombre de triangulations de 
matrice en fonction du paramètre E (la solution pour 
Ei+1 est obtenue avec pour valeur initiale la solution 
obtenue pour Ei) 
5 Conclusion 
Cette étude concerne la stabilité des écoulements plans de fluides incompressibles newtoniens. L’objectif de 
cette étude est de présenter une nouvelle méthode pour le calcul des bifurcations stationnaires lorsque les 
paramètres géométriques de l’écoulement évoluent. La stratégie de calcul proposée associe le calcul d’un 
indicateur de bifurcation obtenue par la méthode asymptotique numérique et les approximants de Padé avec 
une technique d’homotopie. Les résultats numériques sont comparés aux résultats obtenus avec l’algorithme 
de continuation [1] et l’algorithme de Newton classique. Les résultats montrent que les coûts de calcul 
associés à la méthode proposée sont plus faibles que ceux obtenus avec les techniques de « référence ». Les 
résultats montrent aussi que la technique d’homotopie permet de déterminer les nombres de Reynolds 
critiques pour toute variation des paramètres géométriques considérés sans recourir à la résolution du 
problème initial défini pour chaque valoir de paramètre. Ainsi, pour le problème de l’écoulement dans une 
expansion soudaine, les résultats relatifs aux nombres de Reynolds critiques sont conformes à ceux de la 
littérature. La détermination précise des instabilités dans les écoulements fluides reste une tâche difficile. De 
nouveaux travaux associant la méthode asymptotique numérique et les techniques d’homotopie pourront être 
menés afin de déterminer l’évolution paramétrique des bifurcations de Hopf, caractéristiques d’instabilités 
conduisant un écoulement stationnaire vers un écoulement périodique en temps. 
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